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У статті представлена математична модель процесу віброкипіння, яка з єдиних позицій описує структуру й 

поведінку віброкиплячого шару в різних умовах, дозволяє спрогнозувати поведінку віброкиплячого шару в цілому 

для широкого спектру впливаючих чинників: фізичних властивостей сипкого матеріалу і газового середовища, 

геометрії робочого органу, параметрів вібрації, особливостей взаємодії фаз між собою і з вантажонесучими 

поверхнями. Одержана модель дозволяє автоматизувати обчислення з використанням мінімального набору 

вхідних даних. Одержані рівняння, які описують поведінку віброкиплячого шару як суцільного середовища з 

особливою реологією, в якій за рахунок підведеної зовнішньої вібрації розповсюджуються нелінійні хвилі дефо-

рмації з періодичними змінами щільного і розпушеного стану. Створена система автоматизованого моделю-

вання поведінки віброкиплячих шарів "Віброслой", яка дозволяє провести моделювання поведінки віброкиплячого 

шару сипкого матеріалу з урахуванням фізичних параметрів середовища й газової фази, параметрів вібрації, 

особливостей фільтрації газу і властивостей робочих органів для ефективного проектування устаткування з 

віброкиплячим шаром. Проведені тестові моделювання одиничного підкидання шару сипкого матеріалу, визна-

чення швидкостей течії шару на вібруючих поверхнях із зіставленням з експериментальними даними. Показана 

можливість прогнозування параметрів сталих (стаціонарних течій) віброкиплячого шару на протяжних віб-

руючих поверхнях. 
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1. Вступ 
 

Використання вібраційних методів в технологіях рі-

зних галузей має поширення не тільки за рахунок відо-

мих інтенсифікуючих властивостей вібрацій, але й у 

зв’язку з можливістю поєднання двох або декількох 

технологічних операцій. Наприклад, в харчових техно-

логіях досить просто поєднується транспортування 

дисперсних або штучних матеріалів з теплообмінними 

або масообмінними процесами, наприклад, обробка 

сировини у вібраційній сушарці-млині. Але проекту-

вання ефективного обладнання стримується недостат-

ньою вивченістю деяких закономірностей процесу віб-

раційного спонукання в шарі. 

Існує досить багато спроб об'єднання сукупності 

спостережуваних фактів процесу віброспонукання в 

рамках однієї теорії. Ті або інші аспекти вдається опи-

сати різними моделями, проте достатньо надійної мето-

дики прогнозування поведінки віброкиплячого шару до 

цього часу не створено, і всі існуючі моделі мають ву-

зьку область застосування. Відсутність можливості 

надійного прогнозування поведінки віброкиплячих 

шарів стримує процес впровадження обладнання для 

обробки сипких матеріалів у віброкиплячому шарі у 

виробництво. 

Таким чином, формування адекватної математичної 

моделі, що відповідає експериментальним даним і до-

зволяє автоматизувати обчислення в широкому спектрі 

вхідних даних з урахуванням виробничих та проектних 

потреб, обумовлює необхідність проведення дослі-

джень в цьому напрямку. 

 

2. Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми 
 

Існуючі методики розрахунків не надають для знач-

ної кількості задач достатньої точності, мають обмеже-

ний діапазон застосування в досить вузькій смузі кутів 

вібрації, інтенсивності вібраційного спонукання та 

багатьох інших факторів [1]. Окремо треба виділити 

щільні шари дисперсних матеріалів, де на перший план 

виходять внутрішні напруги, зчеплення частинок, філь-

трація газу, вплив граничних та початкових умов – в 

таких шарах поведінка частинок буде суттєво залежна 

від параметрів вібрації: при низькій вібраційній інтен-

сивності шар знаходиться в стані віброзрідження, при 

подальшому збільшенні вібраційних впливів шар пере-

ходить у стан віброкипіння [1-4]. Гідродинаміка шарів 

у вказаних станах різко відрізняється. 

У загальному випадку задача гідродинаміки віброз-

ріджених та віброкиплячих шарів відноситься до задач 

віброреології [5-7]. Відомо [5], що кількісний опис 

залежності реологічних параметрів оброблюваного 

вібромашинами середовища від параметрів вібраційно-
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го фону становить так звану першу задачу віброреоло-

гії. Розв'язок цієї задачі повною мірою дотепер не знай-

дений, що пов’язано не тільки зі складністю зазначено-

го завдання, але, зокрема, і з нерозв'язаністю підзадач, 

які є етапами розв'язку, наприклад, задачі з опису зв'яз-

ків між реологічними параметрами середовища й амп-

літудно-частотною характеристикою вібромашини, 

опис загального руху середовища, що піддане вібрацій-

ному фону. Окремою проблемою висувається задача 

математичного опису хоча б ламінарних стійких стаці-

онарних плинів дисперсних структур. Це формує другу 

задачу віброреології. Вибір оптимального режиму ро-

боти вібромашини становить третю задачу [5]. 

Значно відрізняються також процеси в залежності 

від відносної (до характерного розміру частинок) висо-

ти шару. Для достатньо високих шарів спостерігаються 

процеси самофільтрації газової фази [1], формування 

циркуляційних потоків на кшталт комірок Бенара [8] 

тощо. Моделі, що описують поведінку віброкиплячих 

шарів зазвичай є досить складними нелінійними систе-

мами диференціальних рівнянь в часткових похідних 

[8, 9, 10]; в інших випадках вони описують шар сипкого 

матеріалу або як феноменологічну нестаціонарну сис-

тему, або як випадок псевдозрідженого шару за напра-

цьованими на сьогодні методами його моделювання на 

кшталт [11, 12]. Усі подібні моделі потребують або 

великої кількості феноменологічних констант, або пра-

цюють в достатньо вузькому спектрі вхідних даних та 

не можуть надати достатньої кількості вихідних пара-

метрів, які потрібні для повноцінного проектування 

відповідного обладнання (наприклад, витратних харак-

теристик, ударних навантажень тощо). Окрім того, 

чисельна реалізація алгоритмів за такими моделями, 

або за моделями, що закладені в CFD-системи загаль-

ного користування, або за моделями, що реалізують 

метод дискретного елементу DEM, часто є надзвичайно 

ресурсоємною та дуже негнучкою [12-15].  

Таким чином, створення простої і достатньо точної 

математичної моделі віброкиплячого шару і на її базі 

системи автоматизованого проектування гідродинаміки 

віброкиплячих шарів з метою прогнозування поведінки 

сипкого середовища залежно від властивостей твердого 

матеріалу та газу, геометрії робочого органу обладнан-

ня, параметрів вібровпливів тощо є актуальною зада-

чею проектування вібромашин. 

Мета дослідження – створення достатньо точної ма-

тематичної моделі, яка описує структуру і поведінку 

віброкиплячого шару в різних умовах в широкому спе-

ктрі вхідних даних з урахуванням виробничих та прое-

ктних потреб, моделювання процесу зі створенням 

відповідного програмного забезпечення, проведення 

експериментальних тарирувальних досліджень гідро-

динаміки віброкиплячих шарів зі співставленням з ре-

зультатами чисельних розрахунків. 

 
3. Результати дослідження 
 

Була розвинута математична модель, у відповідності 

з якою віброшар дисперсного матеріалу представлений 

як суцільне середовище з особливою реологією (обумо-

вленою наявністю фільтруючого середовища, у більшо-

сті випадків – газу), в якому за рахунок підведеної зов-

нішньої вібрації поширюються нелінійні хвилі дефор-

мації [16-18]. Вказана модель акумулює з одного боку 

методи різномодульної теорії пружності [19, 20], з ін-

шого – методи реології гранульованих двофазних сере-

довищ [12].  

Класична система рівнянь руху та нерозривності для 

двофазового середовища [12] була спрощена з ураху-

ванням значних перепадів тиску газової фази над та під 

шаром [1]. При цьому отримана система рівнянь, що 

описує гідродинаміку процесу віброкипіння шарів дис-

персних середовищ: 
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де ( )so r  – початковий розподіл об’ємної концентрації 

твердої фази по області Ω, що зайнята віброкиплячим 

шаром; u – вектор переміщення центра тяжіння системи 

частинок, що знаходяться всередині елементарного 

фізичного об’єму dV з радіус-вектором r, виділеним в 

області Ω; k – проникність шару; µ – динамічна 

в’язкість газу; τs – тензор напруг, які виникають при 

взаємодії частинок. 

Таким чином, у рамках вказаної моделі віброкипля-

чий шар (двофазне середовище) за рахунок його харак-

терних особливостей був представлений як суцільне 

однофазове середовище з особливою реологією, в яко-

му за рахунок підведеної зовнішньої вібрації поширю-

ються нелінійні хвилі деформації з періодичними змі-

нами щільного та розпушеного стану. 

Наступним етапом роботи було моделювання течії 

віброкиплячого шару в каналі. При цьому малося на 

увазі, що в багатьох виробничих випадках рух дисперс-

ного матеріалу в апаратах з віброкиплячим шаром від-

повідає плоскій задачі течії віброшару між двома пове-

рхнями, яку можна отримати осередненням просторо-

вих рівнянь за шириною каналу – це істотно спрощує 

завдання та дозволяє створити ефективні чисельні ал-

горитми та автоматизувати обчислення. Зведення прос-

торової моделі, елементи якої вказані вище, до плоскої 

з адекватним врахуванням зовнішніх впливових чинни-

ків з наступною алгоритмізацією в рамках системи 

автоматизованого моделювання, що відповідає сучас-

ним вимогам, проведено таким чином. 

Задача моделює двовимірний процес в апаратах з 

протяжними вібруючими поверхнями та відповідає 

руху віброкиплячого шару в прямокутному лотку, роз-

ташованому під кутом α до горизонту. Лоток здійснює 

рухи, що описуються векторною функцією зміщень 

вантажонесучої поверхні у часі, при цьому на вказану 

залежність не накладається жодних обмежень. Верхня 

поверхня (кришка, якщо вона є) також може здійснюва-

ти рухи (незалежні від рухів нижньої поверхні), що 

описуються векторною функцією. Матеріал що знахо-

диться в лотку, має висоту шару Н та займає всю ши-

рину лотка h. Довжина лотка вважається набагато бі-

льшою за інші розміри. 

У зв’язку зі специфікою задачі до зусиль R з рівнян-

ня руху системи (1) необхідно внести додаткові зусилля 

від взаємодії бічних стінок та шару. Таким чином, вра-
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ховуються сили взаємодії частинок і газу Rgs, зусилля 

від тертя об бічну поверхню Rts, адгезійних зв’язків Ras 

та зусилля від взаємодії частинок і бічної стінки в роз-

пушеному стані Rβ. 

Стосовно до математичної моделі для задачі, що ро-

зглядається, параметри віброкипіння усереднювали по 

ширині лотка й вважали, що для досить протяжного 

шару параметри процесу віброкипіння не змінюються 

вздовж координати x, тобто 

0,
x






П

                                         (2) 

де П – будь-який параметр задачі. 

При переміщенні відносно осі y (перпендикулярної 

до несучої поверхні) шар періодично повертається у 

початковий стан (стикається з платформою), тому про-

цес віброкипіння можна представити як пружне дефор-

мування щодо даної осі, при цьому пружні властивості 

віброшару різні для стадії польоту (розпушений стан), 

та для щільного стану. У той самий час переміщення 

відносно осі x (співвісної з несучою поверхнею) містять 

у собі переміщення шару як цілого, які можуть бути 

представлені як залишкові деформації. Відповідно до 

цього система (1), що містить рівняння руху відносно 

осей y і x, рівняння фільтрації газу, доповнена реологі-

чними рівняннями деформування шару для розглянутої 

задачі, з врахуванням того, що   1s g   , умови (2), та 

рівняння фільтрації як нелінійного закону Дарсі, набу-

ває вигляду: 
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де τ – дотичні напруги в шарі матеріалу; σ – нормальні 

напруги в шарі.  

Отримана система диференційних рівнянь разом з 

умовами однозначності чисельно вирішується за допо-

могою методу скінченних різниць. Запис скінченноріз-

ницевих рівнянь здійснюється за допомогою явної і 

неявної схем. Нелінійні системи вирішуються стандар-

тним методом Ньютона. Подібна схема забезпечує хо-

рошу стійкість різницевого рішення. 

За вказаною моделлю була розроблена система ав-

томатизованого моделювання гідродинаміки віброкип-

лячих шарів "Віброслой" [21]. Вхідні параметри в сере-

довищі програмного продукту "Віброслой" можуть 

задаватися в загальному вигляді як аналітичні залежно-

сті від основних параметрів процесу (часу та коорди-

нат, діаметру частинок та фактору форми, в’язкості 

газового середовища, об’ємної маси фаз та швидкостей 

і градієнтів швидкостей твердої та газової фази, поріз-

ності, переміщень та градієнтів переміщень частинок, 

тиску та градієнту тиску тощо). Система має багатові-

конний інтерфейс користувача (GUI) та дозволяє про-

водити серії моделювань поведінки шарів сипких сере-

довищ для широкого спектру вхідних даних. 

За вказаною моделлю проводилися чисельні розра-

хунки багатьох задач віброкипіння. Порівняння задачі 

одиничного підкидання шару дисперсного матеріалу з 

класичними експериментами W. Kroll [22] (скляні час-

тинки) мають задовільний збіг та показані на рис. 1. 

Тестові задачі показали також достатній збіг з відо-

мими даними щодо вібротранспортування для еталон-

ного матеріалу (пісок висотою шару H = 50 мм при 

горизонтальному розташуванні вібромашини та куті 

вібрації β = 20
о
, що рухається на достатньо широкому 

лотку [2]) – задовільні для технічних потреб результати  

отримані для усього діапазону параметру переванта-

ження [1-3] (що характеризує інтенсивність вібровпли-

вів), та який для випадку, що розглядається, має вигляд 

gA /)sin(2  , де A – амплітуда вібрації, ω – кругова 

частота коливань, β – кут вібрації. Найліпша відповід-

ність до натурних даних отримана в області віброки-

піння середньої інтенсивності. 

 

 

 
                                                              а)                                                           б) 

Рисунок 1 – Співставлення результатів моделювання руху сферичних скляних частинок (залежність амплітуди 

підкидання A та тиску під шаром матеріалу p від часу t) на вертикально вібруючій поверхні (а) з експерименталь-

ними даними, що наведені в [22] (б); 1 – рух вібруючої поверхні, 2 – рух частинок матеріалу, 3 – графік тиску. 
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Для додаткових тестових випробувань в умовах сти-

сненої течії була проведена серія натурних експеримен-

тів з аналізу гідродинаміки віброкиплячого шару на 

експериментальному вібростенді за допомогою відеоз-

йомки з наступною покадровою обробкою [23]. На 

рис. 2 представлені результати співставлення швидкос-

ті вібротранспортування для прямокутних лотків з 

H/h ≥ 1 (стиснений рух), отримані експериментально та 

розраховані за розвинутою моделлю. 

Вирішувалась задача взаємодії віброшару з несучи-

ми поверхнями [24], були отримані реологічні характе-

ристики ламінарного стійкого плину дисперсного шару 

по вібруючій поверхні (друга задача віброреології) та 

було показано, що віброкиплячий шар з позицій вібро-

реології відноситься до псевдопластичних рідин [25]. 

Однією з найважливіших особливостей вказаної мо-

делі є можливість розрахунків стаціонарних течій шарів 

віброшарів. На рис. 3 як приклад вказано вихід на ста-

ціонарний режим руху дисперсного матеріалу на віб-

руючому нахиленому лотку без проковзування (а) та за 

наявності відносного проковзування шарів (б). 

 

 

 

210 ,m/sxv 

1,minn 

 
 

 

Рисунок 2 – Залежність швидкості вібротранспорту-

вання 
xv  піску в лотку прямокутного перерізу від 

частоти вібрації n при куті нахилу о3  (□) та о6  

(◊), суцільна крива – за програмою "Виброслой". 
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,m/sxv
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Рисунок 3 – Спостереження виходу на стаціонарний режим течії за осередненою швидкістю 

дисперсного матеріалу у часі t на вібруючій нахиленій поверхні без проковзування (а) та  

з проковзуванням шарів (б) за даними "Виброслой" 

 

 

Запропонована модель віброкиплячого шару та сис-

тема "Виброслой" дозволяє проводити розрахунки ви-

тратних характеристик вібраційного обладнання, ви-

значення ударних навантажень на вібруючі несучі по-

верхні, резонансних характеристик обладнання, визна-

чення профілів швидкостей по висоті шару (для насту-

пного моделювання теплообміну та масообмінних про-

цесів в шарі матеріалу) тощо. Окрім того, система до-

зволяє спрогнозувати протікання технологічного про-

цесу для нестандартних проблем (за умови наявності 

даних щодо проникності шару) на кшталт віброобробки 

сипких матеріалів в рідинному середовищі, динаміки 

потоку волокнистих матеріалів, матеріалів з особливою 

реологією, зі складними формами руху вібруючих по-

верхонь.  Модель позбавлена таких суттєвих недоліків, 

що характерні для двофазних моделей, реалізованих в 

CFD-системах загального користування, як проблема 

розмиття границі розділу фаз (чисельна дифузія розра-

хункових методів), необхідність адаптивної сітки на 

границі, практична неможливість прогнозування витра-

тних характеристик обладнання тощо. 

З іншого боку необхідно зазначити обмеженість на-

явної алгоритмічної реалізації в ракурсі можливості 

моделювання задач обтікання складних занурених еле-

ментів, течії в каналах, що звужуються, тощо. Для вка-

заних цілей необхідний перехід від плоскої задачі до 
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тривимірної та залучення додаткових фено-

менологічних моделей для зовнішньої або змішаної 

гідродинамічної задачі. 

 

Висновки  
 

Запропонована модель віброкиплячого шару сипких 

середовищ та на її основі створена система автоматизо-

ваного моделювання гідродинаміки віброкиплячих 

шарів "Виброслой".  Проведені  тестові дослідження, 

які показали достатній збіг з відомими даними щодо 

вібротранспортування для еталонного матеріалу. Мо-

дель надає можливість визначення ударних наванта-

жень на вібруючі несучі поверхні, резонансних харак-

теристик обладнання, визначення профілів швидкостей 

по висоті шару (для наступного моделювання теплооб-

міну та масообмінних процесів в шарі матеріалу), що 

може бути безпосередньо використане для повноцінно-

го проектування відповідного енергозберігаючого об-

ладнання. 
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Model of the vibrofluidized bed of dry substances and its program  
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The mathematical model of process of vibratory boiling layers, which from single positions  describes a structure and 

conduct of vibratory boiling layer in different terms, is represented in the article, allows forecast the conduct of vibra-

tory boiling layer on the whole for the wide spectrum of influences: physical properties of friable material and gas en-

vironment, geometry of working organ, parameters of vibration, features of co-operation of phases between itself and 

with loud bearing surfaces. The got model allows to automatize the calculation with the use of minimum entrance data 

set. Equalizations, which describe the conduct of vibratory boiling layer as continuous environment with special reolo-

gy in which the nonlinear waves of deformation with the periodic changes of the dense and made light state spread due 

to the brought external vibration, are got. The system of the automated design of conduct of the vibratory boiling layers 

"Vibrosloy", which allows to conduct the design of conduct of vibratory boiling layer of friable material taking into ac-

count the physical parameters of environment and gas phase, parameters of vibration, features of filtration of gas and 

properties of working organs for the effective planning of equipment with a vibratory boiling layer, is created. 

The test designs of the single throwing up of layer of friable material are conducted, determination of speeds of flow on 

vibrating surfaces with comparison with experimental information. Possibility of prognostication of parameters of set 

(stationary flows) is shown vibratory boiling layer on extensive vibrating surfaces. 

 

Keywords: Vibratory boiling layers, Vibration, Mathematical design, Friable materials, Hydrodynamics, Systems of the 

automated design 
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